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1. Introduccio´n
La educacio´n es el eje sobre el que se sustenta cualquier esfuerzo exitoso en el desarrollo
socioecono´mico de la sociedad. No so´lo se requiere generar los avances acade´micos pertinentes,
tambie´n es necesario preparar a los ciudadanos y las ciudadanas para que asuman las respon-
sabilidades que esos avances o transformaciones demanden.
De la misma manera, es un feno´meno complejo y fuertemente condicionado por la sociedad
que mientras le exige resultados tambie´n la restringe de diversas maneras. En Costa Rica
esta´ dina´mica se ve de manifiesto, por ejemplo, en el pulso de las pruebas nacionales. Por un
lado, son vistas como un control que permita, de alguna manera, establecer mı´nimos y ejercer
funciones de control de calidad. Desde otra o´ptica, muchos sectores de la sociedad ven en estas
mismas pruebas, osta´culos que impiden el desarrollo de muchos ciudadanos.
Como respuesta a esta dualidad y en atencio´n a su mandato de contribuir con el desarrollo
del pa´ıs, la Escuela de Matema´tica del Instituto Tecnolo´gico de Costa Rica en alianza con la
fundacio´n CR-USA [2] y con el apoyo del programa PROMECE1 del MEP2, esta´ desarrollando
el proyecto Centro de Recursos Virtuales; una inicitiva que incluye la creacio´n de recursos
para apoyar a estudiantes y docentes y una plataforma de gestio´n que permita el acceso y
administracio´n oportuna de los recursos y los usuarios.
Las aplicaciones que se desarrollan en el contexto del Centro de Recursos Virtuales (CRV)
incluyen materiales dida´cticos y ejercicios. En las siguientes notas se analizan los tipos de
problemas a utilizar y las caracter´ısticas centrales de cada uno de ellos. Tambie´n se agrega la
intencio´n que la coordinacio´n de este evento planifica para este tipo de recurso.
Los ejercicios para la conformacio´n de las pra´cticas en el proyecto Centros de Recursos Vir-
tuales deben responder a un sano equilibrio entre las condiciones nacionales por un lado y los
1Programa para el mejoramiento de la educacio´n
2Ministerio de Educacio´n Pu´blica de Costa Rica
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lineamientos acade´micos declarados en el documento “Centro de Recursos Virtuales: Proceso
para la elaboracio´n de y estandarizacio´n de materiales”[3]. En ese sentido el nivel y tipo de ejer-
cicio propuesto no so´lo ayudara´ a los estudiantes en su preparacio´n para atender las exigencias
del programa del MEP, tambie´n incentivara´n el desarrollo y apropiamiento de otras conductas
muy importantes.
Los procesos de ensen˜anza aprendizaje de la matema´tica esta´n sustentados en principios de
responsabilidad y compromiso por parte de el y la estudiante y de el y la docente y los problemas
constituyen un medio eficiente a trave´s del cual educadores y estudiantes interactu´an para
generar condiciones que favorezcan la adquisicio´n del conocimiento. En el entendido, eso si, de
que existe condiciones en motivacio´n, intere´s y responsabilidad, por parte de los involucrados,
que permitan los procesos de apropiacio´n.
La matema´tica siempre se ha ensen˜ado a trave´s de problemas, [4, 1]. En Costa Rica, muy
pocas veces se usan problemas en contexto que puedan motivar al estudiante a enfrentar una
situacio´n que simule la realidad. Lo ma´s frecuente es que se recurra a problemas laboratorio
donde el profesor o profesora a trave´s de una situacio´n problema induce al estudiante a desa-
rrollar una u otra habilidad. Esta situacio´n es un reflejo de muchos an˜os pra´cticas educativas
basadas en las solucio´n de ejercicios, en el CRV nos interesa promover cambios en esta situacio´n.
En la literatura es frecuente que se establezcan diferencias importantes entre lo que es un
ejercicio y lo que es un problema [1], no obstante las fronteras entre uno y otro son difusas pues
el ma´s simple de los ejercicios para un estudiante puede ser un verdadero problema para otro.
En la filosof´ıa genereal del CRV tanto los problemas como los ejercicios forman parte de
las tareas que se incentivara´n para que el y la estudiante se apropien de los conocimientos.
En ambos casos, debe existir un contrato impl´ıcito entre facilitador y estudiante acerca de las
responsabilidades comunes. Un contrato sustentado en valores como el trabajo, el deseo de
superacio´n y la responsabilidad. Valores que, la escuela por s´ı misma so´lo puede promover y
acentuar, pero su existencia o no en estudiantes y docentes trasciende a la escuela y toca las
puertas de la familia y la cultura social existente.
2. Ejercicios y Problemas
Para iniciar tratemos de aclarar ¿que´ vamos a entender por problema y que´ por por ejercicio?
Si una situacio´n a resolver so´lo representa para el estudiante la dificultad de aplicar uno o
varios pasos conocidos para obtener la respuesta, es decir conoce previamente un procedimiento
o camino que le permitira´ resolverlo entonces estamos ante un ejercicio.
Al contario, si ante una situacio´n de dificultad el estudiante tiene conocimientos suficientes
para abordar la situacio´n pero no hay un camino directo o conocido y es necesario realizar otros
procesos como razonamiento u organizacio´n de informacio´n estamos ante un problema.
Veamos las caracter´ısticas ma´s importantes de un ejercicio y de un problema [1]:
Para un ejercicio:
1. En general, no representa un reto mayor para el estudiante.
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2. Suele ser directo identificar cua´l es el camino para resolverlo.
3. Implica la aplicacio´n de procedimientos y mecanismos previamente conocidos y ensayados.
4. Es usual, que sus soluciones sean muy predecibles.
Mientras que para un problema:
1. En general, la resolucio´n requiere mucho esfuerzo.
2. Es muy comu´n que tengan varias soluciones.
3. Resolverlo implica analizar cuidadosamente la situacio´n y definir un plan de ataque y
eventualmente planes alternativos los cuales requieren un tiempo para verificar si funcio-
nan y para formalizarlos.
4. En general, son planteamientos abiertos en los que es usual que varias estrategias puedan
funcionar.
5. Su resolucio´n exige una inversio´n importante de paciencia, perseverancia, creatividad,
talento, etc.
3. Tipos de Preguntas en el CRV
3.1. Preguntas de Seleccio´n u´nica
En nuestro medio, y quiza´ debido a la experiencia con las pruebas nacionales, se ha difundido
la concepcio´n equ´ıvoca de que las preguntas de seleccio´n u´nica restringen el desarrollo de
habilidades de razonamiento por parte del estudiante. So´lo se puede compartir esta afirmacio´n
si se acepta que los procesos de ensen˜anza aprendizaje de la matema´tica se sustentan en la
bu´squeda misma de la solucio´n de ejercicios como meta final, esa no es la filosof´ıa del CRV.
Tampoco el hecho de que puedan ser burlados aplicando algu´n tipo de artificio es una limitacio´n
importante de este tipo de pregunta, con un grado menor de facilidad el o la estudiante pueden
ser entrenado para resolver otros tipos de problemas, los que llamamos de desarrollo por ejemplo,
sin entenderlos del todo. ¿Acaso no es comu´n que un o una estudiante aplique la fo´rmula general,
o reglas para despejar ecuaciones sin entender que´ esta´ pasando. Es igualmente engan˜oso el
aplicar Fo´rmula General para factorizar una expresio´n cuadra´tica o aplicar algu´n tipo de artificio
en la calculadora para detectar en una lista cua´l de las opciones es un factor de la misma. Es
posible que en ninguno de los dos casos el o la estudiante disponga del conocimiento de los
conceptos involucrados en el ejercicio.
En un contexto mucho ma´s amplio, en el que el proceso de apropiacio´n se sustenta en la
interaccio´n constructiva docente-estudiante tambie´n es va´lido afirmar que las preguntas de
seleccio´n tienen caracter´ısticas que las hacen convenientes. Por ejemplo, permiten una manera
simple y automatizada de corregirlas, abriendo la oportunidad de recibir retroalimentacio´n en
tiempo real, son ido´neas para identificar potenciales errores o concepciones equivocadas, adema´s
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no requieren en el o la estudiante el desarrollo de destrezas en la escritura matema´tica para
poder interactuar a trave´s de ejercicios con sus pares o con el profesor.
Por estas razones en el CRV se utilizara´n los ejercicios de seleccio´n y se han construido
respetando al ma´ximo las siguientes caracter´ısticas.
En lo posible, ser aptos para programarlos y disponer de una parametrizacio´n clara. La
generacio´n de para´metros para el ejercicio debe ser restringida de manera que el objetivo
del ejercicio y el tipo de destreza que refuerza no cambie´n al variar el para´metro. Adema´s el
control estricto de para´metros debe prevenir la presencia de inconsitencias y de ejercicios
muy largos.
Este sistema no se ha disen˜ado para evaluaciones sumativas, solo formativas. Se busca
ofrecer la posibilidad de responder de manera simple y obtener una retroalimentacio´n
immediata.
Los distractores de cada item esta´n planificados de manera que respondan a los errores
de concepto ma´s comunes en el tema, lo que permite al profesor o profesora identificar
las acciones correctivas necesarias.
El planteamiento permite la aplicacio´n directa de un concepto o una secuencia simple de
conceptos o algoritmos.
3.2. Ejercicios de Desarrollo
Los ejercicios de desarrollo tienen la particularidad de que permiten a el o la estudiante
realizar un proceso continuo y articulado de pasos en los que aplica uno o varios conceptos para
resolver una situacio´n problema. Adema´s permite desarrollar las destrezas de escritura y de la
capacidad de complementar conceptos para resolver una situacio´n.
La actividad de desarrollo, a diferencia de la de seleccio´n, permite una mejor calificacio´n del
trabajo sobre un proceso y no sobre aspectos puntuales.
Para facilitar la interaccio´n estudiante-estudiante y estudiante-profesor, se ha disen˜ado una
herramienta para editar la solucio´n de problemas que permite editar texto matema´tico y enviarlo
ya sea a un profesor o profesora o a un par. Para esta parte de ejercicios de desarrollo tambie´n
se utilizara´ la idea de parametrizacio´n y las variantes respecto a la seleccio´n u´nica corresponden
a la compejidad para resolver el problema, la posibilidad de revisio´n de proceso y ante todo la
estructura y tipo de habilidad que el ejercicio o problema requiere. Es importante hacer notar
que muchos de los problemas y ejercicios que se presentan en seleccio´n pueden ser replanteados
como problemas de desarrollo.
De preferencia este tipo de ejercicio debe responder al descubrimiento de patrones o compor-
tamientos o a la aplicacio´n no inmediata de conceptos elementales. Por ejemplo si se desea una
tarea sobre fo´rmula general no es recomendable utilizar siempre redacciones como Detemine
las soluciones de la ecuacio´n x2 + 3x = 12 , al contrario deber redactarse preguntas en las que
deba haber algu´n uso o interpretacio´n no inmediato del concepto.
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Por ejemplo para el caso donde el objetivo sea evaluar el manejo del concepto de solucio´n de
una ecuacio´n cuadra´tica un ejercicio puede ser.
El valor de a para que x = 2 + a sea solucio´n de la ecuacio´n x2 = 4(a+ 2) es:
En este ejercicio a puede ser un para´metro adecuado. Note que en este tipo de ejercicio viene
de la igualdad (2 + a)2 = 4(a+2)⇐⇒ 2+ a = 4. Al resolver este ejercicio se necesita articular
al menos dos conceptos para obtener la respuesta. Por ejemplo, requiere conocer el concepto
de solucio´n y aplicar una diferencia de cuadrados o una fo´rmula de despeje. O bien ser muy
observador, lo cual resulta mejor si al analizar las expresiones puede ver cual es el valor de a.
Las preguntas de desarrollo incluira´n la alternativa de que el estudiante o la estudiante
soliciten orietacio´n. La orientacio´n corresponde con algunas preguntas que pueden ayudarle a
descubrir o construir el esquema de solucio´n a partir de elementos mas simples.
Se permiten dos clases de actividades de desarrollo. Ejercicios para aplicar directamente reglas
y algoritmos, por ejemplo operaciones con polinomios o factorizacio´n y problemas orientados
al desarrollo de destrezas de razonamiento y afirmacio´n de conceptos.
Para los problemas de desarrollo es deseable que presenten las siguientes caracter´ısticas:
Obligan a la utilizacio´n de algu´n concepto matema´tico en un entorno donde el estudiante
o la estudiante deben entender la situacio´n para luego disen˜ar un plan de solucio´n.
Existe la posibilidad de reducir el problema ya sea haciendo casos particulares y luego
generalizando o bien por descomposicio´n en partes conectadas entre si.
De ser posible los ejercicios deben ser parametrizables. Condicio´n deseable.
Sea posible identificar sugerencias que permitan orientar al estudiante hacia el disen˜o de
una estrategia de solucio´n y se fomente la esploracio´n de experiencias previas, el razon-
amiento en abstracto y la construccio´n del conocimiento.
4. Anotaciones generales sobre la clasificacio´n de los pro-
blemas
A efecto de definir una taxonomı´a de los problemas y ejercicios se realizara´ una distincio´n
de dos caracter´ısticas importantes en ellos. Cada ejercicio se clasificara´ de acuerdo con el nivel
de dificultad operativa del mismo, es decir la dificultad en los procedimientos para resolverlo y
con la destreza que se busca desarrrollar con el ejercicio. Es evidente que esta clasificacio´n no
es absoluta y lleva cierto grado de subjetividad.
Por ejemplo si el tema de intere´s es el concepto de ra´ız o cero de un polinomio y su relacio´n
con el teorema del factor un ejercicio posible puede obtenerse de expandir (ax+b)(x2+x+1) =
ax3 + bx2 + cx+ d y preguntar por la factorizacio´n completa.
En ese caso se espera que el estudiante o la estudiante encuentre la forma de las posibles
ra´ıces racionales del polinomio y realice un proceso de reduccio´n hasta factorizar. Ocurre con
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frecuencia que es posible realizar la tarea sin saber absolutamente nada del teorema del factor.
Una pregunta como esta evalu´a por igual a quien conoce los conceptos y a quien conoce los
algoritmos. Esta pregunta se cataloga como de desarrollo de destrezas instrumentales.
Una posible pregunta para evaluar la comprensio´n de conceptos puede redactarse en los
siguientes te´rminos:
Considere un polinomio de grado 3 de la forma x3+mx2+nx+r del cual se conocen 2 ra´ıces
que son, a y b, si es conocido que ese polinomio cumple que P (2) = 5 cua´l es el otra ra´ız.
Esta pregunta obliga a conocer el concepto de ra´ız y el teorema del factor y aplicar la
evaluacio´n de polinomios para despejar un valor. Es un ejercicio cuya solucio´n implica conocer
los conceptos y explorar posibilidades para resolverlo, por supuesto que existen otras soluciones
por ejemplo por medio de sistemas de ecuaciones.
Los ejercicios y problemas desarrollados en el CRV se agrupara´n de acuerdo a dos carac-
ter´ısticas centrales. Dificultad y destrezas que fomenta
4.1. Nivel de Dificultad
Por dificultad se clasificara´n los problemas en tres instancias, nuevamente existe alguna subje-
tividad en esta clasificacio´n : Los niveles son Dificultad ba´sica (Ba´sico), dificultad media (Medio)
y dificultad alta (Alto) y esta´ relacionada con la complejidad, ya sea operativa o conceptual que
requiere la solucio´n del ejercicio.
Un ejercicio se considera de dificultad ba´sica si el proceso de solucio´n implica la aplicacio´n
directa de un procedimiento o regla si que medie mas que la memoria y la asociacio´n visual.
Por ejemplo, resolver la ecuacio´n x2 + 3x − 4 = 0 tiene una dificultad ba´sica pues solamente
requiere que el estudiante aplique una fo´rmula.
La dificultad media se reserva para aquellas tareas que requieran la aplicacio´n de conceptos
o reglas en situaciones no inmediatas y deba realizarce una exploracio´n o interpretacio´n antes
de aplicar el procedimiento. Por ejemplo si la redaccio´n del ejercicio es: determine los valores
de β para que la ecuacio´n x2 − 4x + β tenga solucio´n real tenemos un ejercicio de dificultad
media pues el proceso para encontrar la respuesta obliga a aplicar una fo´rmula en un contexto
no immediato y a interpretar la informacio´n que se obtiene de la fo´rmula.
Los Problemas de nivel de dificultad alto son aquellos que requieren una aplicacio´n compleja
de fo´rmulas y el uso de uno o varios conceptos, es usual que requieran la interpretacio´n y la de-
scomposicio´n para transformarlos en problemas equivalentes. Por ejemplo: “dada una ecuacio´n
cuadra´tica de la forma ax2 + bx + c = 0 de ra´ıces λ1 6= 0 y λ2 6= 0 encuentre las ra´ıces del
polinomio cx2 + bx+ a”. La solucio´n de este ejercicio requiere de asociacio´n de conceptos y de
un poco de exploracio´n.
La dificultad esta´ ligada a la redaccio´n del problema, por ejemplo si en el problema previo la
redaccio´n de la segunda parte fuese. “verifique que las ra´ıces de cx2+ bx+ a son 1/λ1 y 1/λ2”.
El problema ser´ıa de dificutad media pues, entre otras opciones, puede aplicarse la fo´rmula
general y obtener las soluciones en ambos casos para luego hacer juego algebraico y llegar a la
conclusio´n que se pide.
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4.2. Destrezas
Adema´s de la dificultad los ejercicios se organizara´n por el tipo de destreza o habilidad que
promueven en el estudiante. Estas habilidades son Desarrollo de destrezas instrumentales (Apli-
cacio´n), reafirmacio´n de conceptos ( Conceptual) y razomaniento abstracto (Razonamiento)
Los ejercicios de Desarrollo de destrezas instrumentales son aquellos que se proponen para
reafirmar la habilidad para aplicar fo´rmulas:
Si la redaccio´n fuese “determine el resultado y el residuo que se obtiene al dividir P (x) =
x5 − 2x3 + 6 entre Q(x) = x3 + 2”. El ejercicio no promueve ningu´n tipo de razonamiento se
reduce a aplicar un algoritmo en el que lo mas importante es no cometer errores de ca´lculo.
Este tipo de ejercicio se clasifica como ejercicio de Aplicacio´n.
Se clasifican como ejercicios de Reafirmacio´n conceptual las situaciones problema cuya solu-
cio´n implica conocer un concepto y utilizarlo en algu´n contexto para obtener la respuesta. Por
ejemplo:
Dados los polinomios P (x) = x5 − 4x3 y Q(x) = x2 + ax encontrar el o los valores de a de
manera que el residuo al dividir P (x) entre Q(x) sea cero.
Es posible realizar el proceso de divisio´n y con base en el residuo determinar los posibles
valores de a.
La clasificacio´n mas alta de ejercicio son aquellos problemas que, por no tener un mejor
nombre, llamaremos de Razonamiento abstracto. Las caracter´ısticas centrales de estos problemas
son que no es inmediato reconocer una estrategia de solucio´n y para resolverlos se requiere
comprender los conceptos y aplicarlos adecuadamente. En este tipo de problemas, el ana´lisis de
casos particulares, el poder descubrir mediante la exploracio´n el resultado y la posibilidad de
plantear resultados parciales son caracter´ısticas deseables. Por ejemplo consideremos el siguiente
problema.
Sabiendo que los polinomios P (x) = x5 − ax3 y Q(x) = x2 − 2x tienen en comu´n una ra´ız
distinta de cero encontrar el o los valores de a La solucio´n de este problema obliga a conocer el
concepto de ra´ız, el teorema del factor y ante todo a interpretar la informacio´n que se suministra.
En geometr´ıa este tipo de problemas son muy frecuentes pues en la mayor´ıa de los casos no
es suficiente conocer resultados para resolver un problema. Por ejemplo, Verificar que el punto
O que es la interseccio´n de las mediatrices de los segmentos AB y CB en el 4ABC equidista
de los tres ve´rtices. El proceso de solucio´n implica una utilizacio´n adecuada de definiciones,
una representacio´n y el uso de otros resultados como teorema de pita´goras o congruencia de
tria´ngulos.
Debe ser claro que la clasificacio´n de un ejercicio en dificultad y destreza no es absoluta.
Muchos ejercicios pueden ser resueltos usando esquemas distintos y lo que para alguien es un
reto a nivel de aplicacio´n para otro puede ser un reto como concepto o como abstraccio´n. En
este sentido los ejercicios se clasificara´n buscando identificar el nivel que mejor se adapta en
ambas categor´ıas. Algunos ejemplos:
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Este ejercicio puede clasificarse en dificultad media y conceptual. Si se generaliza a un
valor n entonces puede clasificarse como un ejercicio de dificultad media y abstraccio´n.
2. La misma redaccio´n de un problema puede incidir en la clasificacio´n, por ejemplo si se
redacta el ejercicio en la forma
Determine las soluciones de la ecuacio´n ax+ c = b
entonces el ejercicio es de dificultad ba´sica y de aplicacio´n.
Ese mismo ejercicio, redactado en la forma
Verifique que el valor x = (b− c)/a es solucio´n de la ecuacio´n ax+ b = c, a 6= 0
debe clasificarse como dificultad ba´sica y conceptual.
3. Sea X un punto que se encuentra sobre la prolongacio´n del dia´metro AB de un c´ırculo de
radio r > 0 y centro O y tal que B queda entre X y O. Sea Y otro punto tambie´n sobre
el c´ırculo que cumple que ∠XY O = pi/2. Si XY = t > r determine la longitud AX. Este
es un ejercicio de dificultad media y conceptual.
4. Determine el a´rea de un tria´ngulo equila´tero de lado a. Dificultad media y conceptual.
Dependiendo de los conocimientos del estudiante este ejercicio puede ser ba´sico y de
aplicacio´n. Esto puede pasar en la muchos ejercicios.
5. Sobre un tria´ngulo 4ABC equilatero de lado a > 0 se traza una segmento MN paralelo
a AB y a una distancia h < a del ve´rtice opuesto. Determine el a´rea de de la regio´n
ABMN . Este es un ejercico conceptual y de dificultad media.
6. Determine el resto al dividir n2(n2 − 1)(n2 − 4) entre 360. Ejercicio de abstraccio´n y de
nivel de dificultal alto.
7. Se multiplican 1 · 2 · · · · 20 ¿Cua´ntos ceros tiene el final el nu´mero resultante. Dificultad
media y abstraccio´n.
8. Dos polinomios P (x) y Q(x) tienen el mismo residuo al dividirlos por (x− 3) Determine
el valor de (P −Q)(3) Abstraccio´n y nivel ba´sico.
En general la regla es que un ejercicio de abstraccio´n y de nivel de dificultad alto so´lo aparezca
en pruebas donde el usuario tenga claro que eso va a ocurrir. Los ejercicios de abstraccio´n en
general son medios o dif´ıciles y los de aplicacio´n son, en general, fa´ciles o medios.
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5. Conclusiones
Los esfuerzos por mejorar la educacio´n son de nunca terminar. Diversos factores inciden en la
educacio´n, probablemente sea cierto que existen muchos docentes que no tienen la formacio´n ni
la entrega necesarias para cumplir una funcio´n tan delicada como es la educacio´n y es evidente
que en muchos casos no existan las condiciones mı´nimas en aulas o equipamiento. Pero hay
otros factores que tienen una incidencia notable en la educacio´n y que frecuentemente no se
abordan.
La apat´ıa del estudiante y profesor, la carencia de materiales de apoyo para profesores y
estudiantes en zonas alejadas o marginales, la ausencia de cualquier tipo de controles en cuanto
a nivel o enfoques, el desintere´s de la familia por exigir y trabajar por una educacio´n de calidad
dando prioridad a una basada en notas mas que en aprendizaje, la televisio´n y la internet sin
l´ımites y algunos pseudo valores muy arraigados en la juventud actual que en muchos casos
pareciera llevarlos a una vida sin complicaciones, y sin asumir responsabilidades.
Por si eso fuera poco debemos agregar a este lastre la dificultad que he tenido el pa´ıs de
promover un modelo de educacio´n con un mayor sentido de oportunidad y responsabilidad y
con objetivos, quiza´ mas modestos pero, accesibles y apropiados.
El CRV no pretende resolver problemas de esta ı´ndole, eso si, tenemos toda la seguridad
de que con los recursos desarrollados muchos estudiantes se beneficiara´n y encontrara´n en esta
opcio´n una motivacio´n para ser mejores. Ese es el objetivo del CRV, brindar nuevas alternativas
para apoyar a los y las estudiantes que busquen una formacio´n matema´tica adecuada.
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